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Re´sume´ :
L’objet de cet article est d’obtenir des restrictions sur les orientations complexes des J-courbes
re´elles se´parantes des varie´te´s presque-complexes. Ce proble`me provient de la ge´ome´trie alge´brique
re´elle et le re´sultat principal est une congruence qui ge´ne´ralise des re´sultats ante´rieurs d’Arnol’d,
Rokhlin, Mishachev, Zvonilov et Mikhalkin (v. [1], [7], [6], [11], [5]). Cette congruence est obtenue
a` l’aide d’une application canonique de´finie sur les groupes d’homologies de dimension moitie´ de
ces varie´te´s a` coefficients dans Z/lZ, a` valeurs dans Z/2lZ (v. §1).
Abstract :
The aim of this article is to obtain restrictions on complex orientations of dividing real J-
curves of almost-complex manifolds. This problem comes from real algebraic geometry and the
main result is a congruence generalising Arnol’d, Rokhlin, Mishachev, Zvonilov and Mikhalkin ’s
previous results (see [1], [7], [6], [11], [5]). This congruence is obtained with a canonical map defined
on homology groups of dimension half the dimension of the manifold with coefficients in Z/lZ, with
values in Z/2lZ (see §1).
Introduction
Soit X une varie´te´ de classe C1, de dimension 2n, munie d’une structure presque-complexe J
de classe C1. Une structure re´elle c sur X est une involution de classe C1 dont la diffe´rentielle
anti-commute avec J . L’ensemble des points fixes de c est alors une sous-varie´te´ de dimension n de
X note´e XR, et appele´e partie re´elle de X (cette terminologie provient de la ge´ome´trie alge´brique
re´elle). Des exemples de telles varie´te´s sont donne´s par Ck, CP k munis de la conjugaison complexe,
CP k × CP l muni du produit des conjugaisons complexes, ou encore toutes leurs sous-varie´te´s
complexes qui sont stables par la conjugaison complexe.
Une J-courbe re´elle de X est un plongement dans X d’une surface de Riemann S, ou` la surface
S est munie d’une structure re´elle cS , et le plongement commute d’une part avec les involutions c
Mots-cle´s : courbe alge´brique re´elle, varie´te´ presque-complexe.
Classification AMS : 14P25, 14Q05.
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et cS , et d’autre part sa diffe´rentielle commute avec les structures presque-complexes de S et X.
Remarquons que la surface S n’est pas force´ment connexe et que ce plongement se restreint en un
plongement de SR dans XR. Une premie`re question se pose alors : quels sont, a` isotopie de XR
pre`s, les courbes de XR obtenues comme parties re´elles de J-courbes re´elles re´alisant une classe
d’homologie de H2(X;Z) donne´e ?
Cette question a e´te´ pose´e par D. Hilbert pour les courbes alge´briques re´elles non-singulie`res de
CP 2 dans son 16eme proble`me (v. [3]), elle est toujours ouverte a` ce jour a` partir du degre´ 8 (voir
les surveys [10] et [8]). Un premier re´sultat est que le nombre de composantes connexes de la partie
re´elle SR ne de´passe pas g+µ ou` g est le genre de la courbe S (c’est-a`-dire la somme des genres de
ses composantes connexes), et µ est le nombre de composantes connexes de S. Ce genre est bien
de´fini par la classe d’homologie re´alise´e par la J-courbe, puisqu’une telle courbe ve´rifie la formule
d’adjonction. Les courbes posse´dant ce nombre maximal de composantes sont appele´es courbes
maximales, ou M -courbes ; celles dont le nombre de composantes diffe`re du nombre maximal de r
sont note´es (M − r)-courbes.
Une surface de Riemann re´elle S est dite se´parante s’il existe une partie S+ de S, borde´e par
SR, telle que S
+ ∪ cS(S
+) = S et S+ ∩ cS(S
+) = SR. Une telle partie S
+ (qui est canoniquement
oriente´e, l’orientation provenant de la structure presque-complexe de S) induit une orientation sur
SR appele´e orientation complexe ; lorsque S est connexe par exemple, sa partie re´elle SR posse`de
exactement deux orientations complexes, qui sont oppose´es. Une J-courbe re´elle est dite se´parante
si c’est un plongement d’une surface de Riemann se´parante, et une seconde question apparaˆıt : quels
sont, a` isotopie de XR pre`s, les plongements de courbes oriente´es dans XR obtenus comme parties
re´elles de J-courbes re´elles se´parantes re´alisant une classe d’homologie de H2(X;Z) donne´e ?
Les premie`res restrictions sur ces plongements ont e´te´ donne´es par une congruence d’Arnol’d
([1]), et une formule de Rokhlin ([7]). Ces restrictions s’appliquent aux courbes alge´briques re´elles
se´parantes non-singulie`res de degre´s pairs deCP 2 ; toutefois, la formule de Rokhlin a e´te´ e´tendue aux
courbes planes projectives non-singulie`res de degre´s impairs par Mishachev ([6]). Plusieurs re´sutats
ont e´te´ obtenus pour les courbes sur l’hyperbolo¨ıde (v. [2], [4], [5]), en particulier Mikhalkin a
obtenu quelques obstructions sous forme de congruences (v.[5] the´ore`mes 5.5, 5.7, 5.8, 5.9 et 6.1
d). Le cas des surfaces complexes plus ge´ne´rales a e´te´ peu e´tudie´, Zvonilov ([11]) a ge´ne´ralise´ une
partie du re´sultat de Rokhlin aux surfaces compactes complexes quelconques, mais pour les courbes
dont la partie re´elle re´alise la classe d’homologie nulle dans H1(XR;Z).
Dans cet article, tous ces re´sultats sont unifie´s et ge´ne´ralise´s en une seule et meˆme congruence
(v. corollaire 2.6). Le §1 contient quelques de´finitions, en particulier celle de l’application Pc qui est
fondamentale dans la suite. Soit l un entier pair, la forme quadratique x 7→ x ◦ c∗(x) de Hn(X;Z)
passe au quotient en une application qc : Hn(X;Z)⊗ Z/lZ→ Z/2lZ. L’application Pc e´tend cette
forme a` Hn(X;Z/lZ), elle est de´finie ge´ome´triquement. Les principaux re´sultats de cet article, ainsi
que les liens avec les re´sultats pre´ce´dents sont e´nonce´s et de´montre´s dans le §2. Le §3 est consacre´
au cas des surfaces fibre´es (sans fibres singulie`res) dont la base ou les fibres sont simplement con-
nexes, c’est le cas par exemple des surfaces re´gle´es. Enfin dans le §4 sont donne´s quelques exemples
concrets de classes d’isotopies de courbes oriente´es de XR qui ne sont pas re´alise´s comme parties
re´elles de J-courbes re´elles se´parantes d’une classe donne´e, ce qui apparaˆıt comme une conse´quence
des re´sultats pre´ce´dents.
Il faut remplacer dt+ rs ≡ 0 mod (4) par dt+ rs ≡ 2 mod (4) dans le the´ore`me 5.9.
Pour obtenir une formule d’orientations complexes ge´ne´ralisant celle de Rokhlin, il faut calculer les classes d’ho-
mologies des cycles construits par Zvonilov, et leur indice d’intersection. Un tel calcul est effectue´ dans le §2.2, mais
pour des surfaces X plus particulie`res.
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Notations :
TxM : espace tangent en x de la varie´te´ M de classe C
1.
χ(A) : caracte´ristique d’Euler de A.
∂A : bord de la chaˆıne A.
[A] : classe d’homologie du cycle A.
x ◦ y : forme biline´aire d’intersection de Poincare´.
Ck(X;R), Zk(X;R), Bk(X;R), Hk(X;R) : espace des chaˆınes (resp. cycles, bords, classes d’ho-
mologies) singulie`res de dimension k de X a` coefficients dans R.
Toutes les chaˆınes seront entie`res, les cycles quant a` eux seront entiers ou a` coeffi-
cients dans Z/lZ.
1 Application Pc
Soit X une varie´te´ de classe C1 compacte oriente´e de dimension 2n (n ∈ N), munie d’une
involution c de classe C1 qui pre´serve l’orientation et telle que chaque composante connexe de la
sous-varie´te´ Xc de ses points fixes est de dimension au plus n.
1.1 Chaˆınes simpliciales
Une k-chaˆıne singulie`re A de X (k ∈ {0, . . . , 2n}) est dite simpliciale s’il existe une triangulation
de classe C1 de X pour laquelle A soit une chaˆıne simpliciale. Dans ce cas, le squelette de dimension
q de A associe´ a` cette triangulation est la re´union des faces de A de dimensions infe´rieures ou e´gales
a` q (q ∈ {0, . . . , k}).
Deux chaˆınes simpliciales A et B sont dites transverses si en tout point d’intersection x de A et
B, les espaces tangents TA et TB des faces de A et B (associe´es a` des triangulations de X) contenant
x sont en position ge´ne´rale dans TxX. Conside´rons deux supple´mentaires oriente´s ωA et ωB de TA et
TB : c’est-a`-dire deux sous-espaces vectoriels oriente´s de TxX tels que TA⊕ωA = TB⊕ωB = TxX en
tant qu’espaces oriente´s. L’intersection TA∩TB est oriente´e de sorte que (TA∩TB)⊕ωA⊕ωB = TxX
en tant qu’espaces oriente´s. Si A et B sont deux chaˆınes simpliciales transverses, il existe une
triangulation de classe C1 deX pour laquelle l’intersection alge´brique A◦B est e´galement une chaˆıne
simpliciale dont les faces sont les intersections oriente´es des faces de A et B, et les multiplicite´s de
ces faces sont les produits des multiplicite´s des faces de A et B.
Une chaˆıne simpliciale A de dimension k d’une varie´te´ a` bord M est dite transverse au bord de
M si dans un voisinage du bord de M , identifie´ a` un produit de ∂M par un intervalle, la chaˆıne A
s’identifie elle aussi a` un produit de A ∩ ∂M par un intervalle.
Les deux lemmes suivants seront utiles dans la suite :
Lemme 1.1 Soient M une varie´te´ oriente´e a` bord de dimension 2n + 1 et A, B deux chaˆınes
simpliciales de dimension n + 1 de Ck(M ;R). Supposons que A et B soient transverses au bord
et que ∂A et ∂B soient deux chaˆınes simpliciales transverses de ∂M . Alors en tout point x de
∂A ∩ ∂B :
∂(A ◦M B)(x) = ∂A ◦∂M ∂B(x). 
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Lemme 1.2 Si A et B sont deux chaˆınes simpliciales transverses de dimension n + 1 d’une
varie´te´ M oriente´e de dimension 2n+ 1, alors en tout point x de A ∩ ∂B,
∂(A ◦B)(x) = A ◦ ∂B(x). 
(Dans le lemme 1.2, la varie´te´ M peut e´ventuelement eˆtre a` bord. Dans ce cas, la condition de
transversalite´ de A et B implique que le point x est dans l’inte´rieur de M .)
1.2 Application Pc
Soient l un entier pair et A une chaˆıne simpliciale de dimension n de X, dont le bord est nul
modulo l. Si la chaˆıne A est telle que A et c(A) sont transverses, elle est dite ge´ne´rique. Pour de
telles chaˆınes, on pose Pc(A) = A◦c(A) re´duit modulo 2l (de sorte que Pc est a` valeur dans Z/2lZ).
Proposition 1.3 Il existe des cycles ge´ne´riques dans chaque classe d’homologie de Hn(X;Z/lZ),
et Pc passe au quotient en une application Hn(X;Z/lZ) → Z/2lZ (toujours note´e Pc) telle que le
diagramme
Hn(X ;Z/lZ) Z/2lZ
redl
Pc
Hn(X ;Z)⊗ Z/lZ
qc
soit commutatif.
(Rappelons que la forme quadratique (x, y) 7→ x ◦ c∗(y) re´duite modulo 2l et de´finie sur Hn(X;Z)
passe au quotient en une application deHn(X;Z)⊗Z/lZ ; cette application est note´e qc. Par ailleurs,
convenons que Z/0Z = Z).
De´monstration :
Dans chaque classe d’homologie de Hn(X;Z/lZ), un cycle simplicial qui est en position ge´ne´rale
dans X est ge´ne´rique puisque par hypothe`se les composantes connexes de Xc sont de dimension au
plus n.
Soient A0, A1 deux chaˆınes ge´ne´riques de dimension n, de bord nul modulo l et qui sont
homologues dans Cn(X;Z/lZ). Il s’agit de montrer que Pc(A0) et Pc(A1) sont e´gaux. Notons
X˜ = X × [0, 1], c˜ = c× id, X˜c = Xc × [0, 1], et plongeons Ai dans X × {i} (i ∈ {0, 1}).
Il existe une chaˆıne simpliciale H ∈ Cn+1(X˜ ;Z) telle que ∂H = A1 −A0 − lθ ou` θ ∈ Cn(X˜ ;Z)
(et θ est e´galement simplicial). La chaˆıne H peut eˆtre choisie en position ge´ne´rale dans X˜ de sorte
que :
– le squelette de dimension n− 1 de H n’intersecte pas c(H).
– H est transverse a` X˜c et au bord de X˜.
– si x est un point d’intersection de H et c(H) n’appartenant pas a` X˜c, alors H et c(H) sont
transverses en x.
– si x est un point d’intersection d’un simplexe de dimension n + 1 de H et de X˜c, alors H et
c(H) sont transverses en x ; et si x est un point d’intersection d’un simplexe de dimension n
de H et de X˜c, l’espace tangent en x de ce simplexe et de son conjugue´ engendrent un sous-
espace Ex de dimension 2n de TxX˜ qui ne contient aucun espace tangent en x de simplexes
de dimension n+ 1 de H contenant x.
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L’intersection alge´brique H◦c(H) est une 1-chaˆıne a` coefficients entiers, de sorte que ∂(H◦c(H))
est une 0-chaˆıne dont la somme des coefficients est nulle. Par ailleurs, si x est un point du bord
de cette 1-chaˆıne, soit x appartient a` l’intersection de A1 ou A0 avec son conjugue´, soit x est un
point d’intersection de lθ avec un simplexe de dimension n + 1 de c(H) (x n’appartient alors pas
a` X˜c), soit x est un point d’intersection de lθ et c(lθ) (x appartient alors a` X˜c). D’apre`s le lemme
1.1, la contribution au bord de H ◦ c(H) des points de la premie`re cate´gorie est Pc(A1) − Pc(A0)
(l’orientation de X × {0} est oppose´e a` celle de X). D’apre`s le lemme 1.2, la contribution modulo
2l des points de la seconde cate´gorie est nulle (ces points sont couple´s par deux par l’involution
c). Quant aux points de la troisie`me cate´gorie, leur contribution est e´galement nulle modulo 2l, en
effet, soit x un tel point d’intersection et Ex le sous-espace de dimension 2n de TxX˜ engendre´ par
les espaces tangents T1 et T2 en x des simplexes de dimension n de H et c(H). Ce sous-espace Ex
se´pare TxX˜ en deux demi-espaces X˜1 et X˜2 et on note H1 = TxH ∩ X˜1 et H2 = TxH ∩ X˜2. Il existe
deux entiers t1, t2 tels que ∂H1 = t1T1, ∂H2 = t2T1 et t1 + t2 = 0 mod (l). En appliquant le
lemme 1.1, on s’aperc¸oit que la contribution au bord de H ◦ c(H) de x est (t21− t
2
2)T1 ◦∂X˜1 T2, cette
contribution est donc nulle modulo 2l. 
Les proprie´te´s suivantes de l’application Pc se ve´rifient facilement :
Proposition 1.4 1. Pc(a+b) = Pc(a)+Pc(b)+i(a◦c∗(b)) ou` i est l’injection Z/lZ→ Z/2lZ
et a, b ∈ Hn(X;Z/lZ).
2. Pc(ρ(a)) = a ◦ c∗(a) ou` a ∈ Hn(X;Z/2lZ) et ρ : Hn(X;Z/2lZ) → Hn(X;Z/lZ) est la
re´duction modulo l.
3. Si a ∈ Hn(X;Z/lZ), alors Pc(a) = Pc(c∗(a)) et a ◦ c∗(a) = Pc(a) mod (l). 
2 Orientations complexes des J-courbes re´elles
2.1 Re´sultat principal : une congruence
Soit X une varie´te´ presque-complexe compacte de dimension 4 (re´elle), munie d’une structure
re´elle c et de l’orientation induite par la structure presque-complexe.
Soient Λ une J-courbe re´elle se´parante de X, et Λ+ une partie de Λ \ ΛR borde´e par ΛR, qui
induit une orientation complexe sur ΛR que nous fixons. Choisissons j courbes lisses oriente´es λ1,
. . . , λj de XR, chacune soit disjointe de ΛR, soit confondue avec une composante de ΛR, ainsi
que j + 1 entiers l, s1, . . . , sj tels que [ΛR] = l
∑j
i=1 si[λi] ∈ H1(XR;Z). Les courbes λi peuvent
eˆtre choisies de sorte que lorsqu’une telle courbe est confondue avec une composante de ΛR, les
orientations de la courbe et de la composante co¨ıncident.
Soit {Bk , k ∈ K} l’ensemble des composantes connexes du comple´mentaire de ΛR∪∪
j
i=1λi dans
XR. Lorsqu’une composante Bk est orientable, elle est munie d’une orientation arbitraire. De la
suite exacte longue associe´e a` la paire (XR,ΛR ∪ ∪
k
i=1λi) de´coule le lemme suivant :
Lemme 2.1 Il existe une famille d’entiers (tk)k∈K telle que tk = 0 si Bk n’est pas orientable,
et ∂(
∑
k∈K tkBk) = l
∑j
i=1 siλi − ΛR. 
Soient (tk)k∈K une famille d’entiers donne´e par le lemme 2.1, et ind la fonction de XR de´finie
par ind(x) = tk si x ∈ Bk et ind(x) = 0 si x ∈ ΛR ∪ ∪
j
i=1λi. La somme
∑
k∈K t
2
kχ(Bk) est note´e∫
XR
ind2 dχ (notation introduite par Viro dans [9]).
The´ore`me 2.2 Soit Λ une J-courbe re´elle se´parante de X, telle que [ΛR] = l
∑j
i=1 si[λi] ∈
H1(XR;Z) ou` l, s1, . . . , sj sont j + 1 entiers et λ1, . . . , λj sont j courbes lisses oriente´es de XR,
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chacune soit disjointe de ΛR, soit incluse dans ΛR auquel cas l’orientation de la courbe co¨ıncide
avec l’orientation de ΛR. Soient (tk)k∈K une famille d’entiers donne´e par le lemme 2.1, ind la
fonction de XR associe´e et Al le 2-cycle Λ
+ +
∑
k∈K tkBk ∈ Z2(X;Z/lZ). Si l est pair, alors :
Pc(Al) = −
∫
XR
ind2 dχ mod (2l).
Si l est impair, [Al] ◦ c∗[Al] = −
∫
XR
ind2 dχ mod (l).
De´monstration :
Choisissons un champ de vecteurs ξ de classe C1, tangent a` ΛR ∪ ∪
j
i=1λi, compatible avec
l’orientation de cette courbe. On e´tend ce champ a` Al tout entier de sorte qu’en de´calant ce cycle
a` l’aide d’un flot associe´ au champ de vecteurs J(ξ), on obtient un cycle simplicial A˜l ge´ne´rique.
Da la meˆme fac¸on que dans [7], on s’aperc¸oit que A˜l ◦ c(A˜l) = −
∫
XR
ind2 dχ. 
The´ore`me 2.3 Soit Λ une J-courbe re´elle se´parante de X, telle que [ΛR] = 0 ∈ H1(XR;Z/2Z).
Soit B une partie XR \ ΛR telle que ∂B = ΛR mod (2) et Al le cycle Λ
+ + B ∈ Z2(X;Z/2Z).
Alors :
Pc(Al) = −χ(B) mod (4).
De´monstration :
Si la partie B est orientable, c’est un corollaire du the´ore`me 2.2 ; sinon, ce the´ore`me se de´montre
comme le pre´ce´dent. 
Remarque : Si Tor1(H1(X;Z),Z/lZ) = 0, le cycle Al se rele`ve en un cycle entier et de´finit un
e´le´ment a de H2(X;Z) ⊗ Z/lZ. Dans ce cas la proposition 1.3 implique que Pc(Al) = qc(a).
2.2 Calcul de la classe [Al]
L’objet de ce paragraphe est de donner une classe de varie´te´s presque-complexes pour lesquelles
il est possible de calculer a (et qc(a)) en fonction de [Λ] ∈ H2(X;Z), des orientations complexes de
ΛR et du choix des entiers (tk)k∈K .
2.2.1 L’indice i(λ,Al)
Soient λ une courbe lisse de XR, transverse a` ΛR et Al le cycle de´fini dans le the´ore`me 2.2.
Soit ξ une section de (TXR) |λ, de classe C
1, ne s’annulant pas, et transverse a` Tλ ⊂ (TXR) |λ.
Supposons de plus que les points en lesquels le champ ξ est tangent a` la courbe λ n’appartiennent
pas a` ΛR∪∪
j
i=1λi, et notons Λ
′
R
un champ de vecteurs tangents a` ΛR ne s’annulant pas et compatible
avec l’orientation de cette courbe.
Dans les sections 2.1 et 2.2, la courbe Λ+ intervient dans le cycle Al avec une multiplicite´ 1,
tandis que dans la section 2.3, cette courbe intervient dans Al avec une multiplicite´ supe´rieure,
note´e q ∈ N∗. Soit x un point d’intersection de λ et ΛR, posons :
iξ(λ,Al)(x) =
{
+q si ξ(x) et Λ′
R
(x) appartiennent a` la meˆme composante de TxXR \ Txλ,
−q sinon.
Soit a` pre´sent x un point en lequel ξ(x) est tangent a` λ, et S une sphe`re de XR centre´e en x,
choisie suffisament petite de sorte d’une part qu’elle soit incluse dans une partie Bk et qu’elle ne
contienne aucun autre point en lequel ξ est tangent a` λ, et d’autre part que λ ne l’intersecte qu’en
deux points x1 et x2. Choisissons e´galement S de sorte que ξ(x1) et ξ(x2) soient tangents a` S. Si
6
Bk n’est pas orientable, on pose iξ(λ,Al)(x) = 0. Sinon, la sphe`re S est le bord d’un disque oriente´
de Bk centre´ en x et he´rite d’une orientation provenant de ce disque. Posons :
– iξ(λ,Al)(x) = 0 si ξ(x1) et ξ(x2) ne se prolongent pas en un champ de vecteurs tangents de
S.
– iξ(λ,Al)(x) = 2tk si ξ(x1) et ξ(x2) se prolongent en un champ de vecteurs tangents de S
compatible avec son orientation, et iξ(λ,Al)(x) = −2tk dans le cas contraire.
Finalement, posons iξ(λ,Al) =
∑
iξ(λ,Al)(x) (la somme e´tant prise sur les points x d’intersec-
tion de λ et ΛR et les points en lesquels ξ est tangent a` λ). Cette valeur ne change pas si on modifie
ξ en dehors de ΛR ∪ ∪
j
i=1λi.
Lemme 2.4 La valeur modulo 2l de iξ(λ,Al) est inde´pendante du champ ξ. Par ailleurs, si le
champ ξ est fixe´ sur (∪ji=1λi) ∩ λ, alors iξ(λ,Al) est un entier qui ne de´pend pas de la fac¸on de
prolonger ce champ a` λ.
On note i(λ,Al) ∈ Z/2lZ l’e´le´ment donne´ par le lemme 2.4.
De´monstration :
Choisissons une famille de champs de vecteurs de re´fe´rence de classe C1, de´finis sur λ, tous
e´gaux en dehors d’un voisinage d’un point x0 fixe´ (n’appartenant pas a` ΛR∪∪
j
i=1λi), ne s’annulant
pas, et qui ne sont tangents a` λ qu’au voisinage de ce point x0.
Pour ve´rifier la premie`re partie du lemme, on s’aperc¸oit que pour tout champ de vecteurs ξ
de classe C1 ne s’annulant pas et transverse a` Tλ ⊂ (TXR) |λ, il existe un chemin continu ξ(t) de
champs de vecteurs de classe C1 ne s’annulant pas et transverse a` Tλ ⊂ (TXR) |λ reliant ξ a` l’un
des champs de vecteurs de re´fe´rence, et que la valeur modulo 2l de iξ(t)(λ,Al) ne de´pend pas de t
(lorsqu’elle est bien de´fini). Or la valeur de iξ(λ,Al) pour un champ qui est de´fini en dehors d’un
voisinage de x0 ne de´pend pas du prolongement de ce champ a` λ tout entier. La seconde partie du
lemme 2.4 se ve´rifie de fac¸on analogue. 
2.2.2 Calcul de la classe [Al]
Soit X une varie´te´ presque-complexe compacte de dimension 4 munie d’une structure re´elle
c et de l’orientation induite par la structure presque-complexe. Choisissons des J-courbes re´elles
v1, . . . , vn dans X. Supposons que la J-courbe Λ donne´e par le the´ore`me 2.2 soit transverse a`
v1, . . . , vn, et notons i(Al) l’e´le´ment de (Z/lZ)
n dont les coordonne´es sont 12 (i(v
m
R
,Al) + v
m ◦ Λ)
(m ∈ {1, . . . , n}). Notons e´galement Q la matrice de la forme d’intersection de Poincare´ de X dans
la famille ([v1], . . . , [vn]).
The´ore`me 2.5 Supposons que Tor1(H1(X;Z);Z/lZ) = 0 et que ([v
1], . . . , [vn]) forme une
base de H2(X;Z)/TorsH2(X;Z). Soit Λ une J-courbe re´elle de X satisfaisant aux hypothe`ses du
the´ore`me 2.2 et transverse aux courbes v1, . . . , vn. En utilisant les notations du the´ore`me 2.2, on
a :
[Al] = [Q
−1(i(Al))] ∈ H2(X;Z)⊗ Z/lZ
(Ici, [Q−1(i(Al))] de´signe la classe deH2(X;Z)⊗Z/lZ dont les coordonne´es dans la base ([v
1], . . . , [vn])
sont Q−1(i(Al)).)
Les the´ore`mes 2.2, 2.3, 2.5 et la proposition 1.3 entraˆınent les corollaires suivants :
Corollaire 2.6 Sous les hypothe`ses et notations du the´ore`me 2.5,∫
XR
ind2 dχ = −qc
(
[Q−1(i(Al))]
) [ mod (2l) si l est pair,
mod (l) sinon. 
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Remarque : Si l est impair, pour de´terminer l’inte´grale
∫
XR
ind2 dχ modulo 2l il suffit de la
de´terminer modulo l, puisque sa valeur modulo 2 est connue (c’est la caracte´ristique d’Euler de la
re´union des parties Bk pour lesquelles tk est impair).
Corollaire 2.7 Supposons que X satisfasse aux hypothe`ses du the´ore`me 2.5 et soit Λ une J-
courbe re´elle se´parante de X telle que [ΛR] = 0 ∈ H1(XR;Z/2Z). Soit B une partie de XR \ ΛR
telle que ∂B = ΛR mod (2), et Al le cycle Λ
+ +B ∈ Z2(X;Z/2Z). Alors :
χ(B) = −qc
(
[Q−1(i(Al))]
)
mod (4). 
De´monstration du the´ore`me 2.5 :
Rappellons que ∂Al = l
∑j
i=1 siλi. Soit ξ un champ de vecteurs de classe C
1 deXR ne s’annulant
pas, de´fini sur ∪ji=1λi∪∪
n
m=1v
m
R
, et qui n’est tangent aux courbes vm qu’en des points n’appartenant
pas a` ΛR∪∪
j
i=1λi. Les courbes λi peuvent eˆtre de´cale´es a` l’aide d’un flot associe´ au champ de vecteurs
−J(ξ) de fac¸on a` obtenir des courbes λ˜i disjointes de XR.
La classe d’homologie
∑j
i=1 si[λ˜i] ∈ H1(X;Z) est d’ordre l, et Tor1(H1(X;Z);Z/lZ) = 0 par
hypothe`se. Il existe donc un 2-cycle S˜ de X tel que ∂S˜ =
∑j
i=1 siλ˜i, et on prolonge ce cycle a` l’aide
du flot pre´ce´dent en un cycle S tel que A = Al − lS soit un 2-cycle entier de X qui rele`ve Al.
Conside´rons a` pre´sent une extension du champ ξ (toujours note´e ξ) aux courbes vm (m ∈
{1, . . . , n}), et de´calons ces courbes a` l’aide d’un flot associe´ au champ de vecteurs J(ξ). On obtient
ainsi n courbes v˜m (m ∈ {1, . . . , n}), homologues aux courbes vm et dont les intersections avec A
sont transverses. Soit x˜ un point d’intersection de v˜m et A, ce point correspond soit a` un point
d’intersection x de vm avec Λ, soit a` un point x en lequel ξ est tangent a` vm
R
, soit a` un point
d’intersection x de vm avec S, et :
– si x˜ appartient a` Λ et n’est pas voisin de XR, alors v˜
m ◦ A(x˜) = vm ◦ Λ(x) = 12(v
m ◦ Λ(x) +
vm ◦ Λ(c(x))).
– si x˜ est voisin de XR et appartient a` Λ, alors v˜
m ◦A(x˜) = vm ◦Λ(x) mod (l) = 12 (v
m ◦Λ(x)+
iξ(v
m
R
,Al)(x)) mod (l) (ce sont des e´galite´s entre entiers si le point x n’appartient pas en
plus a` une courbe λi).
– si x˜ appartient a` S et correspond a` un point x n’appartenant pas a` Λ, alors v˜m ◦A(x˜) = 0
mod (l).
– si x˜ n’appartient ni a` Λ, ni a` S, alors v˜m ◦ A(x˜) = 12 iξ(v
m
R
,Al)(x).
Il en de´coule que v˜m ◦ A = 12(v
m ◦ Λ + iξ(v
m
R
,Al)) mod (l) et donc que [Al] = [Q
−1(i(Al))] ∈
H2(X;Z)⊗ Z/lZ, puisque ([v
1], . . . , [vn]) est une base de H2(X;Z) ⊗ Z/lZ. 
2.3 Comple´ments.
2.3.1 Comple´ment au corollaire 2.6.
Soit X une varie´te´ presque-complexe compacte de dimension 4 (re´elle) satisfaisant aux hy-
pothe`ses du the´ore`me 2.5, et Λ une J-courbe re´elle se´parante de X. La courbe ΛR est munie d’une
orientation complexe provenant d’une partie Λ+ de Λ \ ΛR borde´e par ΛR.
Supposons qu’il existe j + 2 entiers q, l, s1, . . . , sj, et j courbes lisses oriente´es λ1, . . . , λj
de XR, chacune soit disjointe de ΛR, soit confondue avec une composante de ΛR, tels que q[ΛR] =
ql
∑j
i=1 si[λi] ∈ H1(XR;Z). Les courbes λi peuvent eˆtre choisies de sorte que lorsqu’une telle courbe
est confondue avec une composante de ΛR, les orientations de la courbe et de la composante
co¨ıncident.
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Notons {Bk , k ∈ K} l’ensemble des composantes connexes du comple´mentaire de ΛR ∪ ∪
j
i=1λi
dans XR ; il existe une famille (tk)k∈K d’entiers tels que ∂(
∑
k∈K tkBk) = ql
∑j
i=1 siλi− qΛR (de la
meˆme fac¸on que dans le lemme 2.1). Soient ind la fonction de XR associe´e a` cette famille (v. §2.1
pour une de´finition), et Aq,l le cycle qΛ
+ +
∑
k∈K tkBk ∈ Z2(X;Z/qlZ).
Soit ξ une section de (TXR) |∪j
i=1
λi
de classe C1, ne s’annulant pas, et transverse a` T (∪ji=1λi) ⊂
(TXR) |∪j
i=1
λi
. Soit x un point en lequel ξ est tangent a` λi (i ∈ {1, . . . , j}), et Sx une sphe`re de
XR centre´e en x choisie suffisament petite de sorte qu’elle soit incluse dans la re´union Bk1 ∪ Bk2
des parties de XR se situant de part et d’autre de λi, qu’elle ne contienne aucun autre point en
lequel ξ est tangent a` λi, et qu’elle ne soit intersecte´e par λi qu’en deux points x1 et x2. Choisissons
de plus Sx de sorte que ξ(x1) et ξ(x2) soient tangents a` cette sphe`re. Si ces deux vecteurs ne se
prolongent pas en un champ sur la sphe`re, on pose oi(ξ)(x) = 0. Sinon, ces deux vecteurs induisent
une orientation sur Sx et par suite une orientation sur le disque centre´ en x et borde´ par Sx. Posons
alors oi(ξ)(x) = ǫ1tk1 + ǫ2tk2 + qǫ3 ou` ǫp = +1 (resp. −1) si l’orientation de Bkp co¨ıncide (resp. ne
co¨ıncide pas) avec l’orientation de ce disque (p ∈ {1, 2}) et ǫ3 = 0 (resp. 1) si λi n’est pas incluse
(resp. est incluse) dans ΛR. Notons oi(ξ) =
∑
oi(ξ)(x), la somme e´tant prise sur les points x en
lesquels ξ est tangent a` λi et oriente´ dans le sens de λi ; et enfin i(ξ) =
∑j
i=1 sioi(ξ).
Supposons qu’en les points d’intersections de ∪ji=1λi et ∪
n
m=1v
m, le champ ξ n’est pas tangent
aux courbes vm. D’apre`s le lemme 2.4, l’entier iξ(v
m
R
,Aq,l) ne de´pend pas du prolongement de ξ a`
vm
R
. Notons iξ(Aq,l) ∈ Z
n le vecteur dont les coordonne´es sont 12(iξ(v
m
R
,Aq,l) + v
m ◦ qΛ).
Remarquons enfin qu’un flot associe´ au champ de vecteur −J(ξ) permet de de´caler les courbes
λi en des courbes λ˜i incluses dans X \ (XR ∪ ∪
n
m=1v
m).
The´ore`me 2.8 Supposons que X satisfasse aux hypothe`ses du the´ore`me 2.5 et soit Λ une J-
courbe re´elle se´parante de X telle que q[ΛR] = ql
∑j
i=1 si[λi] ∈ H1(XR;Z). Supposons qu’il existe un
champ de vecteurs ξ de´fini sur ∪ji=1λi comme ci-dessus, tel que les courbes λ˜i associe´es satisfassent∑j
i=1 si[λ˜i] = 0 ∈ H1(X \ (XR ∪ ∪
n
m=1v
m);Z), alors :∫
XR
ind2 dχ+ qli(ξ) = −qc
(
[Q−1(iξ(Aq,l))]
)
mod (2q2l)
De´monstration :
Conside´rons une extension du champ ξ (toujours note´e ξ) au cycle Aq,l tout entier, et de´calons
ce cycle a` l’aide d’un flot associe´ au champ −J(ξ) de fac¸on a` obtenir un cycle simplicial A˜q,l
ge´ne´rique. Le bord de ce cycle A˜q,l est ql
∑j
i=1 siλ˜i, et par hypothe`se il existe une 2-chaˆıne S˜ de
X \ (XR ∪ ∪
n
m=1v
m) telle que ∂S˜ =
∑j
i=1 siλ˜i. A l’aide du flot pre´ce´dent, on peut prolonger cette
chaˆıne S˜ en une 2-chaˆıne S borde´e par
∑j
i=1 siλi. Le cycle A = Aq,l−qlS est alors un 2-cycle entier
de X qui rele`ve Aq,l.
La classe d’homologie de A se calcule en prolongeant le champ ξ en un champ sur ∪nm=1v
m et
en de´calant ces courbes a` l’aide d’un flot associe´ au champ de vecteurs J(ξ) de fac¸on a` obtenir
des courbes v˜m transverses a` A. Ces courbes v˜m n’intersectent pas S par construction, et l’indice
d’intersection v˜m ◦A se calcule comme dans la de´monstration du the´ore`me 2.5 et vaut 12(v
m ◦ qΛ+
iξ(v
m
R
,Aql)). Il en de´coule que [A] =
(
[Q−1(iξ(Al))]
)
∈ H2(X;Z).
Conside´rons a` pre´sent un champ continu ζ de vecteurs tangents a` ΛR∪∪
j
i=1λi, compatible avec
l’orientation de cette courbe, et prolongeons ce champ a` A tout entier. De´calons alors le cycle
A a` l’aide d’un flot associe´ au champ J(ζ) de fac¸on a` obtenir un cycle A˜ imerge´ et ge´ne´rique.
L’intersection A˜ ◦ c(A˜) se calcule ge´ome´triquement et vaut −
∫
XR
ind2 dχ − qli(ξ) mod (2q2l).
En effet le premier terme provient des ze´ros du champ de vecteurs ζ, le second des points de ∪ji=1λi
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en lesquels ξ et ζ sont positivement coline´aires. Les intersections entre qlS et qΛ ∪ qlc(S) qui sont
e´loigne´es de XR n’interviennent pas puisqu’elles sont couple´es par c, donc nulles modulo 2q
2l. Le
second terme peut s’obtenir en calculant le nombre d’entrelacement de l’intersection des cycles A˜
et c(A˜) avec une petite sphe`re centre´e en un tel point. Cet entrelac est repre´sente´ par la figure
suivante :
tk2
tk1
qlsi
q
y
x
Bk1
Bk2
λi ⊂ ΛR
iy
x
ix
(La sphe`re S3 prive´e de son point d’ordonne´e y maximale a e´te´ projete´e sur R3). 
2.3.2 Cas de deux courbes se´parantes disjointes.
Soit X une varie´te´ presque-complexe compacte de dimension 4 (re´elle) munie d’une structure
re´elle c et de l’orientation induite par la structure presque-complexe. Choisissons des J-courbes
re´elles v1, . . . , vn dans X.
Soient Λ et e deux J-courbes re´elles se´parantes de X, transverses aux courbes v1, . . . , vn, et Λ+
(resp. e+) une partie de Λ \ ΛR (resp. e \ eR) borde´e par ΛR (resp. eR), qui induit une orientation
complexe sur ΛR (resp. eR) que nous fixons. Supposons que e◦Λ = 0 et qu’il existe deux entiers q, l
tels que q[ΛR] = l[eR] ∈ H1(X;Z). Notons (Bk) les parties du comple´mentaire de ΛR ∪ eR dans XR,
que l’on oriente lorsqu’elles sont orientables, et choisissons une famille d’entiers (tk) tels que tk = 0
si Bk n’est pas orientable, et ∂
∑
k tkBk = −qΛR − leR. De la meˆme fac¸on que dans la section 2.1,
notons ind la fonction associe´e a` cette famille d’entiers, et A le 2-cycle entier qΛ++ le++
∑
k tkBk.
Notons enfin i(A) l’e´le´ment de Zn dont les coordonne´es sont 12(qv
m◦Λ+ lvm◦e+i(vm
R
,A)) (m ∈
{1, . . . , n}), et Q la matrice de la forme d’intersection de Poincare´ dans la famille ([v1], . . . , [vn]).
(L’indice i(vm
R
,A) a e´te´ de´fini dans la section 2.2.1. Ici, la partie J-holomorphe de A est qΛ++ le+,
et iξ(v
m
R
,A)(x) vaut ±q ou ±l selon que x appartient a` vm
R
∩ ΛR ou v
m
R
∩ eR. Par ailleurs, ∪
j
i=1λi
est vide, donc d’apre`s le lemme 2.4, l’entier iξ(v
m
R
,A) est inde´pendant du champ ξ.)
The´ore`me 2.9 Supposons que ([v1], . . . , [vn]) forme une base de l’espace H2(X;Z), que e◦Λ =
0 et qu’il existe deux entiers q, l tels que q[ΛR] = l[eR] ∈ H1(X;Z). En choisissant une fonction ind
comme ci-dessus et en notant A le 2-cycle associe´, on a :∫
XR
ind2 dχ = −qc
(
[Q−1(i(A))]
)
.
De´monstration :
Conside´rons un champ de vecteurs ξ tangents a` ΛR ∪ eR, compatible avec l’orientation de cette
courbe, qu’on e´tend au cycle A tout entier. De´calons le cycle A a` l’aide d’un flot associe´ au champ
J(ξ) de fac¸on a` obtenir un cycle simplicial A˜ homologue a` A et ge´ne´rique (v. §1.2 pour une
de´finition). De la meˆme fac¸on que dans [7], on s’aperc¸oit que A ◦ c(A) = −
∫
XR
ind2 dχ.
Prolongeons a` pre´sent le champ ξ en un champ sur les courbes vm, et de´calons ces courbes a`
l’aide d’un flot associe´ au champ J(ξ) de fac¸on a` obtenir des courbes v˜m homologues aux courbes
vm et transverses a` A. On s’aperc¸oit que vm ◦A = 12(qv
m ◦Λ+ lvm ◦ e+ i(vm
R
,A)) et il en de´coule
que [A] = [Q−1(i(A))] ∈ H2(X;Z). 
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2.4 Quelques conse´quences.
2.4.1 Formule de Rokhlin.
Dans le cas ou` l’entier l est nul, les congruences donne´es par les the´ore`mes 2.2, 2.5, 2.8 et le
corollaire 2.6 sont en fait des e´galite´s entre entiers. La formule donne´e par le the´ore`me 2.2 est alors
la formule de Zvonilov (v. [11]). Si X = CP 2, la formule donne´e par le corollaire 2.6 est la formule
des orientations complexes de Rokhlin (v. [7]), et celle donne´e par le the´ore`me 2.8 est la formule
de Mishachev (v. [6]). Remarquons e´galement que lorsque X est la surface re´gle´e Σ1 a` base CP
1
(c’est le plan projectif e´clate´ en un point), la formule donne´e par le the´ore`me 2.9 est la formule de
Rokhlin.
2.4.2 Congruences d’Arnol’d et de Mikhalkin.
Si X = CP 2, le corollaire 2.7 est la congruence d’Arnol’d (v. [1]), et dans le cas ou` X =
CP 1 × CP 1 muni du produit des conjugaisons complexes, ce corrolaire ainsi que le corollaire 2.6
e´tendent des congruences obtenues par Mikhalkin (v. [5] the´ore`me 5.5, 5.7, 5.8 et 5.9 et 6.1d).
3 Cas de surfaces fibre´es.
Soient Σ une varie´te´ presque-complexe de dimension 4 re´elle et ∆ une surface de Riemann
re´elle se´parante. Supposons qu’il existe une submersion J-holomorphe π : Σ → ∆, ainsi qu’une
structure re´elle cΣ sur Σ telle que π ◦ cΣ = c∆ ◦ π. La varie´te´ Σ est alors dite fibre´e de base ∆,
et chaque fibre est une J-courbe de Σ. Supposons que soit la base ∆, soit les fibres de π sont
simplement connexes, que ce fibre´ posse`de une J-section e stable par cΣ, et fixons ([v], [e]) comme
base de l’espace H2(Σ;Z) ∼= Z
2, ou` [v] est la classe d’homologie d’une fibre v. Remarquons que les
composantes connexes de ΣR sont des tores ou des bouteilles de Klein et qu’au-dessus de chaque
composante de ∆R, il y a au moins une composante de ΣR.
Soit Λ une J-courbe re´elle se´parante (pas ne´cessairement connexe) de Σ, et a, b deux entiers
tels que [Λ] = (a, b) ∈ H2(Σ;Z). Munissons ΛR d’une orientation complexe, et supposons que
dans chaque composante Σα
R
de ΣR, il existe une courbe connexe oriente´e λα soit disjointe de ΛR,
soit incluse dans ΛR (auquel cas l’orientation de λα et de ΛR co¨ıncident), et un entier lα tel que
[ΛR ∩ Σ
α
R
] = lα[λα] ∈ H1(Σ
α
R
;Z). Sous cette hypothe`se, la courbe Λ est dite admissible.
Si C est une courbe oriente´e de ΣR au-dessus d’une composante connexe (oriente´e) D de ∆R, la
classe d’homologie re´alise´e par le projete´ de C dansH1(D;Z) ∼= Z est appele´e nombre d’enroulement
de C et note´e n(C).
Lemme 3.1 Une courbe oriente´e lisse d’une bouteille de Klein contient au plus deux com-
posantes de nombre d’enroulement ±1 et ne contient pas de composantes de nombre d’enroulement
de module strictement plus grand que 2.
De´monstration :
Le reveˆtement double d’orientation de la bouteille de Klein est un tore, et la courbe se rele`ve
en une courbe lisse dans ce tore, oriente´e et invariante par l’involution du reveˆtement. Chaque
composante non contractile de cette courbe est une courbe connexe simple oriente´e qui est soit dis-
jointe, soit confondue avec son image par l’involution du reveˆtement ; elle est donc ne´ce´ssairement
homologue -au signe pre`s- au releve´ d’une section de la bouteille de Klein, ou bien a` une fibre du
tore. Les composantes qui sont couple´es par deux avec l’involution du reveˆtement se quotientent en
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les composantes de nombre d’enroulement ±2 ou nul, et celles qui sont stables par l’involution se
quotientent en les composantes de nombre d’enroulement ±1. Il ne peut pas y avoir plus que deux
telles composantes, puisque les voisinages tubulaires de ces composantes dans la bouteille de Klein
sont des rubans de Mœbius. 
La condition d’existence de courbes λα e´quivaut a` imposer que dans chacune des composantes
Σα
R
qui est une bouteille de Klein, la courbe ΛR a au plus une composante de nombre d’enroulement
±1.
Notons l = pgcd(lα), choisissons une famille (tk) d’entiers telle que si une courbe λα est bilate`re
dans Σα
R
, alors tk est nul d’un cte´ de λα, et notons ind la fonction associe´e a` ce choix d’entiers (v.
§2.1 pour une de´finition).
Notons sα l’entier tel que [ΛR ∩ Σ
α
R
] = lsα[λα] ∈ H1(Σ
α
R
;Z) et s = eR ◦
∑
sα[λα] ∈ Z/2Z (la
somme e´tant prise sur tous les indices α, ou de fac¸on e´quivalente sur les indices α tels que eR
rencontre Σα
R
. De meˆme, notons lt ∈ Z la somme des nombres d’enroulements des courbes ΛR∩Σ
α
R
,
ou` Σα
R
est une composante rencontre´e par vR (ce nombre d’enroulement est bien divisible par l, ce
qui justifie la notation).
The´ore`me 3.2 Soit Σ une varie´te´ fibre´e de dimension 4 re´elle qui admette une J-section e
re´elle. Supposons que soit la base ∆, soit les fibres de Σ sont simplement connexes. Soit Λ une
J-courbe re´elle se´parante admissible de Σ, de classe a[v] + b[e] dans H2(Σ;Z) ou` v est la classe
d’homologie d’une fibre. Choisissons une fonction ind (associe´e a` un choix d’entiers (tk)), des
entiers l, t et un e´le´ment s ∈ Z/2Z comme ci-dessus, et notons ν = e ◦ e. On a :∫
ΣR
ind2 dχ =
1
2
(b+ lt)(a+ ls+
ν
2
(b− lt))
[
mod (2l) si l est pair,
mod (l) sinon.
En particulier, si l est pair et B est la re´union des parties Bk pour lesquelles tk est impair,
χ(B) =
1
2
(b+ lt)(a+ ls+
ν
2
(b− lt)) mod(4)
De´monstration :
Le corollaire 2.6 s’applique, Q =
(
0 1
1 ν
)
et i(Al) =
1
2(b + lt, a + νb + ls) mod(l). En effet,
i(Al) ne de´pend que de Al ∩ΣR et est invariant par isotopie de ΣR (ce qui de´coule du lemme 2.4).
En choisissant une isotopie de fac¸on a` rendre Al ∩ ΣR voisin de ∪λα, on obtient le re´sultat. 
The´ore`me 3.3 Soit Σ une surface re´gle´e, de base se´parante, telle que ΣR est une bouteille de
Klein (en particulier, ΣR est connexe) et admettant une J-section e re´elle. Soit Λ une J-courbe
re´elle se´parante de Σ telle que ΛR contienne deux composantes de nombre d’enroulement ±1. Notons
λ une de ces deux composantes et l = n(ΛR)n(λ). Soient a, b deux entiers et s un e´le´ment de Z/2Z
tels que [Λ] = (a, b) ∈ H2(Σ;Z) et [λ] = (1+ s)[vR]+n(λ)[eR] ∈ H1(ΣR;Z) ou` v est une fibre re´elle.
Soit (tk)k∈K une famille d’entiers telle que ∂(
∑
k∈K tkBk) = 2lλ− 2ΛR, en notant ind la fonction
de ΣR associe´e a` cette famille (v. §2.1 pour une de´finition) et ν = e ◦ e, on a :∫
ΣR
ind2dχ+ 4lmax(0, n(λ)) = 2(b+ l)(a+ ls+
ν
2
(b− l)) mod (8l)
De´monstration :
Il existe un champ ξ de vecteurs tangents de ΣR de classe C
1, de´fini sur λ, transverse aux fibres,
tel que projete´ sur la base ∆R du fibre´ il induise un champ compatible avec l’orientation de ∆R.
12
Soit λ˜ une courbe obtenue en de´calant λ a` l’aide d’un flot associe´ au champ −Jξ. Cette courbe est
plonge´e dans la restriction du fibre´ au dessus d’une partie ∆− de ∆ \∆R et n’intersecte pas e. Par
suite, [λ˜] = 0 ∈ H1(Σ \ (ΣR ∪ (e ∪ v));Z), et le the´ore`me 2.8 s’applique avec q = 2.
Or i(ξ) = 2max(0, n(λ)) mod (4), iξ(A2,l) = (b+ l, a+νb+ ls) mod (4l), et Q =
(
0 1
1 ν
)
. 
The´ore`me 3.4 Soit Σν, ν > 0, une surface re´gle´e de base CP
1, et e son diviseur exceptionnel
(e ◦ e = −ν). Soit Λ une J-courbe re´elle se´parante de classe a[v] + b[e] dans H2(Σν ;Z) ([v] est la
classe d’homologie d’une fibre), qui n’intersecte pas le diviseur exceptionel e de Σν, et telle que a
et b sont pairs. Il existe un entier l tel que [ΛR] = l[eR] ∈ H1((Σν)R;Z) ( ΛR et eR sont munies
d’orientations complexes) et en choisissant une fonction ind comme dans le §2.3.2, on a :∫
(Σν)R
ind2 dχ =
ν
4
(b2 − l2)
De´monstration :
Le the´ore`me 2.9 s’applique avec a = νb et q = 1. Choisissons a` pre´sent ([v], [e˜]) comme base
de l’espace H2(Σν ;Z), ou` v est une fibre au-dessus d’un point re´el, et e˜ une section holomorphe
invariante par la conjugaison complexe et de carre´ d’intersection ν. Dans cette base Q =
(
0 1
1 ν
)
,
et i(A) = 12(b+ l, a). 
4 Exemples.
Dans cette section sont donne´s quelques exemples d’application des re´sultats pre´ce´dents dans
le cas de surfaces fibre´es de partie re´elle connexe.
4.1 Lorsque ΣR est orientable.
Proposition 4.1 Soit Σ une varie´te´ satisfaisant aux hypothe`ses du the´ore`me 3.2, telle que ΣR
est un tore. Soit Λ une (M−2r) J-courbe re´elle de classe (a, 4) dans Σ, telle que ΛR contienne deux
composantes de classe ±(s, 1). Soient p, q les nombres d’ovales se situant dans les deux composantes
de ΣR prive´ de ces composantes de classe ±(s, 1) et ν = e ◦ e.
1. Si 2s = a− ν mod (4), et p, q sont de parite´ oppose´e a` a2 + r, la courbe n’est pas se´parante.
2. Si la courbe est se´parante et 2s = a− ν+2 mod (4), alors [ΛR] = 0 ∈ H1(ΣR;Z) si p, q sont
de meˆme parite´ que a2 + r, et [ΛR] = ±2(s, 1) ∈ H1(ΣR;Z) sinon.
De´monstration :
Si Λ est se´parante, le the´ore`me 3.2 s’applique, b = 4, t = 1, et χ(B) vaut le nombre d’ovales plus
2q modulo 4. Comme Λ est une (M−2r)-courbe dont la partie re´elle posse`de deux composantes non
contractiles, le nombre d’ovales vaut g(Λ)+1−2r−2 = g(Λ)−1−2r. Le genre de Λ se calcule a` l’aide
de la formule d’adjonction et vaut (a− 1)(b− 1) + 12νb(b− 1) + g(∆)b avec b = 4 (∆ est la base du
fibre´). En appliquant le the´ore`me 3.2, on en de´duit que 3(a−1)+6ν−1−2r+2q = 12(al+ l
2(s− ν2 ))
mod (4) (en remarquant que ν est pair). Il en de´coule que q = a2+r mod (2) si l = 0, et q = s+r+
ν
2
mod (2) si l = ±2. 
Proposition 4.2 Soit Σ une varie´te´ satisfaisant aux hypothe`ses du the´ore`me 3.2, telle que ΣR
est un tore. Soit Λ une (M − 2r) J-courbe re´elle se´parante de classe (a, 6) dans Σ, telle que ΛR
contienne deux composantes de classe ±(s, 2). Soient p, q les nombres d’ovales se situant dans les
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deux composantes de ΣR prive´ de ces composantes de classe ±(s, 2) et ν = e ◦ e. Alors, avec les
notations du the´ore`me 3.2, [ΛR] = 0 ∈ H1(ΣR;Z) si p, q sont de meˆme parite´ que r +
1
2χ(∆), et
[ΛR] = ±2(s, 2) ∈ H1(ΣR;Z) sinon.
De´monstration :
Le the´ore`me 3.2 s’applique, b = 6, t = 2, et χ(B) vaut le nombre d’ovales plus 2q modulo 4.
Comme Λ est une (M−2r)-courbe dont la partie re´elle posse`de deux composantes non contractiles,
le nombre d’ovales vaut g(Λ) + 1 − 2r − 2 = g(Λ) − 1 − 2r. Le genre de Λ se calcule a` l’aide de la
formule d’adjonction et vaut (a− 1)(b− 1)+ 12νb(b− 1)+ g(∆)b avec b = 6 (∆ est la base du fibre´).
En appliquant le the´ore`me 3.2, on en de´duit que 5(a−1)+15ν+2g(∆)−1−2r+2q = 3a+3ls+9ν
mod (4) (en remarquant que ν est pair), ou encore q = 1− g(∆) + r − 12 ls mod (2). 
Proposition 4.3 Il n’existe pas de (M − 4)-courbe alge´brique re´elle se´parante de bidegre´ (8, 8)
sur l’hyperbolo¨ıde dont la partie re´elle contient 6 composantes de classe (0, 1) et qui re´alise la classe
d’isotopie de courbes suivante :
40 ovales
De´monstration :
Le the´ore`me 3.2 s’applique, a = b = 8, t = 1, s = 0, l = 6 et ν = 0. Or dans la congruence
modulo 12 donne´e par le the´ore`me 3.2, le membre de gauche vaut 4, et le membre de droite vaut 8. 
Remarques : Dans la proposition 4.1, si Σ est un hyperbolo¨ıde, la partie 1 se de´duit des
re´sultats ante´rieurs de Mikhalkin (v. [5]). De meˆme dans la partie 2, le fait que [ΛR] = 0 ∈ H1(ΣR;Z)
implique que p, q sont de meˆme parite´ que a2 − r peut se de´duire de la formule de Zvonilov (v. [11]).
Remarquons qu’il est facile d’e´noncer une proposition analogue pour les courbes de classe (a, b)
avec a, b pairs, dont la partie re´elle contient (b− 2) composantes de classe ±(s, 1).
Dans la proposition 4.2, le fait que [ΛR] = 0 ∈ H1(ΣR;Z) implique que p, q sont de parite´
oppose´e a` r + 12χ(∆) peut se de´duire de la formule de Zvonilov (v. [11]).
4.2 Lorsque ΣR n’est pas orientable.
Proposition 4.4 Soit Σ une varie´te´ satisfaisant aux hypothe`ses du the´ore`me 3.2, telle que ΣR
est une bouteille de Klein. Soit Λ une (M −2r) J-courbe re´elle de classe (a, 4) dans Σ, telle que ΛR
contienne une composante de nombre d’enroulement ±2. La composante de nombre d’enroulement
±2 se´pare ΣR en deux rubans de Mœbius, et l’aˆme de l’un d’entre eux a un nombre de points
d’intersections impair avec eR. Notons q le nombre d’ovale se situant dans ce ruban et ν = e ◦ e. Si
q = 12(ν − 1) + r mod (2), alors la courbe n’est pas se´parante.
De´monstration :
Si Λ est se´parante, le the´ore`me 3.2 s’applique, b = 4, l = ±2, choisissons λ de sorte que s = 1 et
χ(B) vaut le nombre d’ovales plus 2q modulo 4. Comme Λ est une (M − 2r)-courbe dont la partie
re´elle posse`de une composante non contractile, le nombre d’ovales vaut g(Λ)+1−2r−1 = g(Λ)−2r.
Le genre de Λ se calcule a` l’aide de la formule d’adjonction et vaut (a−1)(b−1)+ 12νb(b−1)+g(∆)b
avec b = 4 (∆ est la base du fibre´). En appliquant le the´ore`me 3.2, on en de´duit que 3(a − 1) +
6ν − 2r + 2q = −a+ 2− ν mod (4). Il en de´coule que 2q = 1 + ν + 2r mod (4). 
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Proposition 4.5 Soit Σ une varie´te´ satisfaisant aux hypothe`ses du the´ore`me 3.2, telle que ΣR
est une bouteille de Klein. Soit Λ une (M − 2r) J-courbe re´elle de classe (a, 6) dans Σ, telle que
ΛR contienne deux composantes de nombre d’enroulement ±2. Ces composantes se´parent ΣR en
deux rubans de Mœbius et un cylindre, notons q le nombre d’ovales se situant dans les rubans de
Mœbius. Si q = r − g(∆) mod (2), la courbe n’est pas se´parante.
De´monstration :
Le the´ore`me 3.2 s’applique, b = 6, l = 0 ou ±4, choisissons λ de sorte que s = 1 et χ(B) vaut le
nombre d’ovales plus 2p modulo 4 (ou` p est le nombre d’ovales se situant dans le cylindre de ΣR prive´
des composantes non contractiles de ΛR). Comme Λ est une (M − 2r)-courbe dont la partie re´elle
posse`de deux composantes non contractiles, le nombre d’ovales vaut g(Λ)+1−2r−2 = g(Λ)−1−2r.
Le genre de Λ se calcule a` l’aide de la formule d’adjonction et vaut (a−1)(b−1)+ 12νb(b−1)+g(∆)b
avec b = 6 (∆ est la base du fibre´). En appliquant le the´ore`me 3.2, on en de´duit que 5(a − 1) +
15ν+2g(∆)− 1− 2r+2p = −a+ ν mod (4), ou encore p = 1+ ν− g(∆)+ r = r− g(∆) mod (2).

Proposition 4.6 Il n’existe pas de courbe alge´brique re´elle maximale de classe (8, 6) sur la
surface Σ1 dont la partie re´elle contient deux composantes de nombre d’enroulement 2 et qui re´alise
la classe d’isotopie de courbes suivante :
diviseur exceptionnel
19 ovales
De´monstration :
Le the´ore`me 3.2 s’applique, a = 8, b = 6, l = 4, choisissons λ de sorte que s = 1 et ν = −1.
Or dans la congruence modulo 8 donne´e par le the´ore`me 3.2, le membre de gauche vaut 3, et le
membre de droite vaut −1. 
Proposition 4.7 Les sche´mas complexes suivants ne sont pas re´alise´s sur la surface Σ1 comme
parties re´elles de courbes alge´brique re´elles maximales de classe (5, 4) contenant deux composantes
de nombre d’enroulement 1 :
diviseur exceptionnel
De´monstration :
Le the´ore`me 3.3 s’applique, a = 5, b = 4, l = 2, choisissons λ de sorte que s = 1 et ν = −1. Or
dans la congruence modulo 8 donne´e par le the´ore`me 3.3, pour ces courbes, le membre de gauche
vaut 8, et le membre de droite vaut 0. 
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